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Resumen

Un elemento determinante para las finanzas publicas de los paises latinoamericanos es la estimacion del
monto de reservas actuariales de pensiones, financiadas total o parcialmente por gobiernos centrales,
federales y regionales. Se propone una estrategia de gestion de portafolios pensionales, que considera
la dindmica estocdstica de los precios de los activos e integra una estrategia de cobertura dindmica que
permite reducir el costo de las rentas vitalicias; aplicado a Colombia y México. La estrategia representa a
Colombia un ahorro promedio en el gasto publico de 28.64% (4,583 millones de ddlares estadounidenses
aproximadamente) y para México un ahorro de 51.92% (22,690 millones de ddlares estadounidenses
aproximadamente). Es relevante porque permitiria liberar recursos puiblicos invertidos en reservas
actuariales pensionales o vigencias futuras, con beneficios fiscales y sociales que ello conlleva, al dar
soporte a una mayor cobertura de los sistemas de retiro o utilizarlos en otras necesidades de la poblacidn.
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Abstract

A relevant factor for the public finances of Latin American countries is the approximate calculation on
the amount of pension funds actuarial reserves, financed through central, federal and regional entities.
This article proposition is the strategy on the administration of pension fund portfolios, considering the
asset pricing s stochastic dynamic and integrating an approach on dynamic coverage these two elements
allow to lower the cost on annuities applied to Colombia and Mexico. From Colombia, the strategy
on pension fund administration saves approximately 28.64% of the public expense (4,583 million US
dollars); for the case of Mexico, the saving is about 51.92% (22,690 million US dollars). The approach
is relevant since it could liberate public resources invested in federal pension fund reserves with not
only tax benefits but also social benefits mainly. The pension fund population may grow or even the

resources invested could be redirected for other important people’s needs.

JEL code: C22, G22, H55
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Introduccion

Para las compaiiias de seguros, gobiernos y entidades publicas y privadas que tienen a su cargo
el pago de pensiones de vejez, vida o invalidez, el célculo de la reserva actuarial necesaria
para cubrir la totalidad de los pagos de una renta vitalicia es un tema fundamental. Existen
trabajos que muestran que, en los paises latinoamericanos, no es suficiente la pensién obtenida
por los trabajadores al momento de su jubilacién, como son los desarrollados por Gomez &
Kato (2008), dénde analizan qué tan competitivas son las pensiones en México comparadas
con las que se otorgan en otros paises de América Latina, y sus resultados muestran que las
comisiones cobradas son mas altas en México que en Argentina y Chile, lo que implica que
la pensién mensual que obtiene el trabajador al momento de jubilarse sea menor en México;
por tanto menos competitiva, que en los otros paises. Duque, Quintero, & Gémez (2013)
analizan el régimen subsidiado pensional colombiano desde el punto de vista de la eficacia
del principio de universalidad, determinan que dicho régimen no es una herramienta eficaz
para que sus beneficiarios puedan acceder a una pensioén y Villagémez (2014) muestra que
en general los individuos no tienen el ahorro necesario para su retiro, se encuentren en paises

desarrollados o no, en particular en el caso mexicano.
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Mientras que Martinez & Venegas (2014) analizan el riesgo de mercado de los fondos de
inversion: Siefore basica 1 (SB1) y Siefore bdsica 2 (SB2), mediante un indice de rendimien-
tos incluidos en modelos ARIMA-GARCH, muestran que los rendimientos obtenidos son
insuficientes para compensar el riesgo adicional asumido por los fondos de pensiones de renta
variable; asi como Damian (2016) trabaja sobre los inicios del nuevo sistema de pensiones
en México, muestra la reduccion en los beneficios de los futuros pensionados, debido a dicha
reforma y analiza la pobreza generada a la poblacién en edad de retiro, con respecto a las
pensiones, contributivas y no contributivas. Bernal (2016) analiza los factores que explican el
gasto en pensiones y proyecta su evolucion al afio 2075 en cuatro paises de América Latina:
Chile, Perd, Colombia y México, encuentra que el gasto de pensiones con respecto al PIB esta
entre 1,8 y 6,4%, pero se incrementara el doble y cuatro veces mas en 2075, principalmente
por el envejecimiento de la poblacién; y Castafion & Ferreira (2017) muestran resultados
de la densidad de cotizacién considerando diferentes cohortes de trabajadores que cotizan a
las Afores y concluyen que los montos de cotizacién de dichos trabajadores son bajos y son
insuficientes para una pension digna.

Para los gobiernos, la estimacion del monto de la reserva actuarial necesaria para cubrir la
totalidad de los pagos de una renta vitalicia afecta directamente la cobertura y la estabilidad
de los sistemas de pensiones y, por tanto, la sostenibilidad fiscal de los paises que otorgan
o subsidian las rentas vitalicias de la poblacién; un desequilibrio en dicho sistema, afecta la
sostenibilidad de las entidades que tienen a su cargo obligaciones pensionales, con probables
desestabilizaciones sistémicas en la economia Grinols & Turnovsky (1993), Schmedders (1998).
En el caso mexicano Banda & Gdémez (2009) analizan el desempefo de las Sociedades de
Inversién Especializadas en Fondos para el Retiro en México (Siefores) mediante los indices
de Sharpe, Treynor y Jensen; concluyen que existe escasa relacion entre los rendimientos del
mercado y los rendimientos de las Afores y se espera que el riesgo asociado a las Siefores 3,
4y 5 aumente, asi como los rendimientos de los trabajadores, que son muy bajos.

El céalculo actuarial plantea que la estimacion de las reservas de dinero, necesarias para
soportar el pago de una renta vitalicia, se efectiia sumando los valores actuales esperados de
los pagos futuros Bowers et al. (1997). En este célculo intervienen diversas variables, tales
como la probabilidad de vivir del individuo, la inflacién, la edad, el monto del pago futuro
posible y la tasa de interés de descuento; esta estimacién no incluye la estructura estocastica
de los activos incluidos en el portafolio, ni del portafolio total en el cual esta invertida la

reserva actuarial, por lo que los analisis se enmarcan en un mundo determinista.
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Antecedentes y objetivos

Las metodologias de administracién de portafolios basadas en coberturas mediante derivados
financieros han sido ampliamente tratadas en la literatura. Especialmente desde la publicacién
de los modelos de Black & Scholes (1973) y de Merton (1973), estas estrategias son comun-
mente utilizadas en los mercados financieros tanto para acciones, como lo indican Jarrow &
Turnbull (1999); asi como para bonos y demas titulos de renta fija, Jarrow (2002). Estrategias
de ese tipo también han sido aplicadas en el contexto de los mercados de commodities; por
ejemplo, para el caso de la energia eléctrica, Nissikkild & Keppo (2005). En diversos arti-
culos, se ha abordado el estudio de fendmenos financieros a través de la dindmica estocastica
de los precios, algunos de los trabajos con este tipo de este enfoque son Merton (1973), Black
& Scholes (1973), Vasicek (1977), Cox & Ross (1976), Cox et al. (1985a) y (1985b), Hull
& White (1990) y (1993), Black et al. (1990) y Heath et al. (1992).

El presente trabajo tiene por objetivo desarrollar un modelo para estimar la reserva ac-
tuarial de una renta vitalicia a una vida, utilizando procesos estocasticos; se plantea a partir
de una estrategia de cobertura dindmica asociada a un derivado financiero, en dénde, dicha
cobertura garantiza un valor futuro de la reserva para cada desembolso mayor, o por lo menos
igual al pago a realizar. En la Seccién 3, se presenta el modelo y en la Seccién 4 se analizan
los resultados de su implementacién al Fondo de Pensiones de las Entidades Territoriales de
Colombia y a los Fondos para el retiro de los trabajadores afiliados al Instituto Mexicano del
Seguro Social IMSS) y al Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del
Estado (ISSSTE) en México. Finalmente, en la Seccién 5, se exponen algunas conclusiones.

El método

El modelo propuesto en esta seccidn, parte de la estimacion de la reserva actuarial nece-
saria para soportar el pago de una renta vitalicia y de la descomposicion de la obligacién del
pagador en una opcidn call en posicidn larga y una opcidn put en posicidn corta para cada
uno de los desembolsos futuros. Posteriormente, se presenta una ecuacién para estimar el
valor presente de los excedentes del pagador de la renta cuando el valor reservado excede
el monto a pagar. Ademads, se presenta una estrategia de cobertura dindmica, que a través de
una opcién put sintética, que permite anular cualquier déficit en la reserva actuarial para cada
pago, generando excedentes en la mayoria de los casos. Dichos excedentes son valorados

mediante el modelo de Cox, Ingersoll & Ross (1985b) y son restados al calculo inicial de la
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reserva necesaria, junto con los costos generados por la cobertura dindmica (o sumados si

se trata de ingresos).
Reserva necesaria para una renta vitalicia calculada a una vida

Una Renta Vitalicia, es un pago periddico de una pension, durante toda la vida del pensionado;
su célculo, depende de su esperanza de vida. En los siguientes apartados se determinan los
elementos necesarios para calcular la cantidad de dinero necesaria para respaldar el pago de

una renta vitalicia utilizando la cobertura dindmica propuesta.
Probabilidad de sobrevivir

Sea S(x) una funcién de sobrevivencia que indica la probabilidad de que la edad de muerte

(X) de una persona en particular sea mayor a una edad x. Por lo tanto:

S(x)=PX >x) (1)
Se define tPx como la probabilidad que tiene una persona de edad x de no fallecer en
los préximos t afios y «4x como la probabilidad de fallecer en el mismo periodo. De acuerdo

con esta definicién se tiene que:

Py =PX>x+tlX >x) )
R
3)
Py = P(X>x+t)
P(X>x) 4)
tPx = S;)E:)t) 5)

Estas probabilidades pueden ser calculadas a través de tablas de mortalidad, las cuales son
modelos de sobrevivencia presentados en forma tabular e ilustran el niimero de sobrevivientes de
un grupo inicial, denotado como [, , desde una edad particular x hasta la edad limite w. [, es
laraiz de la tabla o grupo inicial y [, es la cantidad estimada de sobrevivientes para laedad x.

La relacion entre la constante [, y la variable [, estd determinada por la siguiente ecuacion:

L, =Sk) =1, (6)

S(x+t)
como, tPx = ()

yle=5x) =1y y, entonces,
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Sy == (7)
por lo tanto,
Lett
Px =7 ©)

Cdlculo de la reserva actuarial

La reserva necesaria para el pago de una renta vitalicia es la suma de los valores presentes
esperados de los pagos posibles Bowers et al, (1997). Se supone una renta vitalicia con una
indemnizacién que aumenta en el mismo porcentaje que el nivel general de precios y que

inicialmente corresponde a un valor Dy en caso de no fallecer y de cero (0) en caso de fallecer.

Ry = E(Pagoy)(1 + 7)™ + E(Pago,)(1+ 1)~ + E(Pago,)(1+1)"2 +

ot E(Pago(w_¢))(1 + 1)~ W-9) ®)

Ry = (Do oPx +0 64 )A + 7)™+ (D1 105 + 0 0q, )1+ 1)1 +

(D2 205 + 0 08 ) A+ 772+ + (D) wryPx + Oy )L + 1)~ W2 (10)
donde:
D.: Monto de la mesada en un instante ¢.
7: Tasa de interés nominal.
x: Edad actual del asegurado.
w-x: Tiempo maximo que el asegurado puede vivir.
Ry Reserva necesaria para el pago de una renta vitalicia.
Entonces,

Rye = Y0P Dy (o (1 +7%)7" (11)

En tiempo continuo puede expresarse de la siguiente forma:

RNt = f(]W_XDLL tpxe_rtdt (12)

Combinacion de opciones como representacion del pago de una renta

Sea V, el valor del fondo necesario para soportar el pago futuro Dr, que se ejecuta siempre
y cuando la persona de edad x sobreviva por lo menos T —t afios més. Por lo tanto, el valor

de dicho fondo corresponde al valor presente actuarial:

Ve = Dr(r_ppre "0 (13)
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donde r es la tasa de interés técnico nominal utilizada para el cilculo actuarial y (r-¢)Px
es la probabilidad de que una persona de edad x sobreviva por lo menos T —t afios mas.

Se supone que V, es conducido por la siguiente Ecuacién Diferencial Estocéstica (EDE):
dV, =rV.dt + o, V., dW, (14)

Si V; < Dy, se incumpliria con el pago o se tomaria dinero de la reserva para otro pago,
desfinanciando asi la reserva total. Ademads, no habria ningin tipo de excedente, que se
denota como Sy, en el portafolio que respalda la renta vitalicia; es decir, Sy =0. Por otra
parte, si Vr = Dy se cumple con el pago y por lo tanto el excedente seria Sy = Vr —Dr . En

consecuencia, se sigue que:

ST = max(VT = DT,O) (15)

Esto corresponde al pago en la fecha de vencimiento T de una opcidn de compra (call).
Con base en las ecuaciones de Black & Scholes (1973) y Merton (1973), y suponiendo que
la reserva para la renta vitalicia tiene una rentabilidad, denotada por 7, igual a la tasa libre

de riesgo, se tiene que:

S, =V, ®(dy,) — Dre "T-Od(d,,) (16)
donde:
Ln(¥ 252)(T-t)
g, = “(Drt# (17)
dy=dy—o,VT —t (18)

y ®(x) es la probabilidad de que una variable normalmente distribuida con media cero
y desviacién estdndar uno sea menor que x.
A partir de V; = Dy p_pypxe 7771, se tiene que:

Ln((r—gypre TTO)+(r+303 ) (T-t)
d1 - o,VT—t

19)

Si V,> D, el faltante esta dado por Fr = Dr — V. En caso contrario el faltante es cero
(Fr = 0). Por lo tanto, se tiene que:
Fr = max(Dy — V¢,0) (20)

Yy que
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F = Dre T 0d(~dy,) — Ve d(—dy,c) (21)

con

L"((T—c)l’xe_r(T_t))+(r+%o,§)(T—t)
- op,VT—t

dy

(22)

dy=d; —o,NT —t (23)

Como el pagador de la obligacién debe cubrir con sus propios recursos el posible faltante

o bien quedarse con el posible excedente, entonces se tiene una opcion call en posicion larga
y una opcién put en posicion corta, ambas sin costo con subyacente V; y precio de ejercicio
D,. Un ejercicio similar al expuesto lo desarrolla Neftci (2008), creando una opcién put en

posicién larga a partir de una call larga y una venta en corto del activo subyacente.

+20

90 ,’ 100 120

/
10 7
/
/
/

Figura 1. Superdvit o déficit de una renta vitalicia para un pagador de pensiones y su
descomposicién como una opcidn call en posicion larga y una opcién put en posicién corta.
Fuente: Elaboracién propia, R-Project

Por lo tanto, el valor del portafolio de opciones en el tiempo ¢ satisface la condicién de
paridad put-call:

S, —F, =V, — Dy xe ™11 (24)

La ganancia obtenida es la diferencia entre V; y el pago Dy a realizar, descontado a una

tasa de rentabilidad igual al pardmetro de tendencia de la EDE que describe el cambio en V.
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Valuacion de S; a partir de un modelo de riesgo de crédito

Siguiendo a Merton (1974), citado por Venegas (2008), es posible calcular la probabilidad de
incumplir total o parcialmente con el pago Dr , con base en la siguiente deduccidn, se sabe

que Sy = max(Vy — Dr,0), entonces:

St =700 [ St fury, @IV dv 25)

St = ¢~@-D) f_ww max(v — Dr, 0) fy.. v, W|V)dv 26)

Se = e [P ufyy, 0IV)dv = Dre ™0 [ f V) dy @7
S = e T VE[Vigyspy|Ve] — Dre T OP{V; > Dr |V} (28)

donde fvv, WIV¢) es la funcién de densidad de probabilidad de V;, condicional al valor
inicial v,.
En este caso la probabilidad de que no haya incumplimiento en el pago futuro D; , dado

el valor actual de la reserva para dicho pago V; es P{V; > D;|V,}.
Déficits de reserva y una cobertura dindmica

Para determinar el monto de la reserva constituida debe considerarse a la obligacién como
la combinacién de una opcidn call en posicion larga con una put en posicion corta. En ese
sentido, una cobertura dindmica implica encontrar un portafolio éptimo en el cual el riesgo
de mercado sea eliminado cuando Vy < Dy . Se considera el portafolio II; conformado por

w; unidades de posiciones cortas en la reserva V; Y w, y opciones put (F;) en posicién corta.
I, = —w, V, — w,F, (29)

El cambio en el valor del portafolio estd dado por

dl'It =—w; th ) dFt (30)
el Lema de It proporciona la EDE que describe el cambio en F;.

L (3R OF 1 a0 0%
dF; = (at+thTVt+2 % v )dt+ o, V.dW, (31)
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reemplazando dV; y dF, en dIl, se obtiene:

= (—w. —w. 9 —w. — oF _ OF | 1 _2120°F
dl'It—< Wi — W, at)TVfdt+( Wi — W, *avc)a"vfdwt Wy (at+za"Vf ach)dt (32)

.. . . . _ OF
Para eliminar el riesgo de mercado, si se hace w, =1, es necesario que —W1 = v Y

como F; = Dpe T (—d,,) — V,®(—d, ), entonces:

&= 1+ 0(dy) (33)
por lo tanto, .
Ln(¥t +(r+%a§)(T—t)
w,=1—® <—(”T> v ) (34)

Es decir, por cada opcién put en posicion corta contenida en el portafolio (o en forma
equivalente, por cada obligacién de pagar Dy en el tiempo T), en el instante ¢ se debe tener
en posicion corta un porcentaje sobre la reserva V, igual a 1- @(d, ). De no ser posible tal
posicion, se utiliza un activo 7 tal que Corr(V,,Z,) = 1. La estrategia anterior constituye una
cobertura delta para una opcién put en posicion corta.

El riesgo que se asume en una sucesion de pagos Dy, con T = 1,2,3,...,n,, es equivalente
a tener un portafolio conformado por opciones call en posicion larga sin costo alguno, cuya
valuacién individual viene dada simultineamente por las siguientes dos ecuaciones, ya ex-

puestas en las secciones 2.2 y 2.3 respectivamente (ecuaciones 16 y 28)

St = th’(st) - DTe_r(T_t)q’(dz,t) (35)
y
S = e T OE[Vrgspy|Ve] = Dre " T=OPVr > Dr|V} (36)
de lo anterior se deduce que
Ve®(dy) = e 7T OE[Vrpsp,y|Ve] 37)
el valor esperado condicional de la reserva para el vencimiento , viene dado por:
E[Vrwsop|Ve] = Ve@(dy,c)er ™0 (38)

10
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Valoracion de un bono (Cox-Ingersoll-Ross)
Suponga que la tasa de interés de la economia sigue un proceso de la forma:
dr = a(b —r)dt + o\rdW, (39)

Entonces, el precio de un bono cupdn cero viene determinado por el siguiente conjunto

de ecuaciones propuesto por Cox, Ingersoll & Ross (1985b).

B(r,t;T) = eAET)-TD(ET) (40)

2ab/c?

5.5 2e(a+ a2+za$)(T—c)/z
OT

A(t;T)=1n —
(a+‘/a2+20rz)<e “ +2UT(T_D—1>+2 a%+20? (41)

2(9 a2+2a$(T—c)_1)
(a+1/a2+20r2)<e “2“"3”‘”-1)” a?+207 (42)

D(t;T) =

Dado que la cobertura dindmica propuesta genera excedentes en la reserva constituida
(ahorro generado), se propone que estos flujos de efectivo sean valorados mediante el modelo
mencionado. Esta valoracion permite cuantificar a valor presente estos flujos futuros, per-

mitiendo asi, ajustar la reserva actuarial necesaria para soportar el pago de la renta vitalicia.
Ahorro generado

A través de la cobertura dindmica es imposible, en teoria, que la reserva actuarial para el pago
sea inferior al mismo, es decir Vi < Dy; por lo tanto, en el peor de los casos V; es igual a Dr
y en el mejor se presenta un sobrante de dinero. El valor de dichos sobrantes en el presente es
el ahorro en la reserva actuarial total producto de la cobertura. Este ahorro, denotado Ah, es
igual al valor de un bono cuyos cupones corresponden al sobrante en cada periodo. Este valor
puede ser estimado mediante el modelo de tasa corta de Cox, Ingersoll, & Ross (1985b), de

la Seccién 2.4.

Ah = fow_x E(VT{,,>DT}|Vt)B(r, t, T)dT (43)

11
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Ah = fow_x th)(dl't)er(T—t)eA(t;T)—rD(t;T)dT

Ingresos/Costos asociados a la cobertura dindmica

(44)

La cobertura dindmica propuesta, realizada para cada pago, genera en cada transaccién un

ingreso o un costo derivado de su misma operacion. En el tiempo cero (t =0), este ingreso o

costo es igual al valor del portafolio en ese mismo momento multiplicado por la cantidad de

unidades vendidas del mismo, que en este caso es delta en cero (0), menos el costo asociado

a la tasa de interés del crédito. Esto es:

Iy =VoUy — Gy

%4
Como Uy =Agy Co = Vol ZLT”Z‘, entonces:

b= (1- 2

Por otra parte, el ingreso/costo en el momento ¢ es:

i%
I =1Ly (14 22) + VU, — C,

L=l (1+2)+vu, -1,_,v,u 2
) 252 252

como U;=A,_; —A,, entonces

i%

i%
Iy =14 (1 + ;) ViD= A0) = L1 Ve(Bon — At)g

Por lo tanto, el ingreso/costo en el tiempo T —1 es:

i%

i%
IT—l = IT—Z (1 + ZLE) + VT—l(AT—Z - AT—1) - IT—ZVT—l(AT—Z - AT—I)E
y en el tiempo T:
T—-1
Iy =Vr fo (Bp-1 — Ay)dk

entonces, el ingreso o costo total es:
U/Or =l — Iy

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(S

(52)

En caso de ser negativo el resultado, se entiende que la cobertura genera costo, no ingreso.
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Utilidad (UT) generada

La cobertura dindmica realizada para cada pago posible, tiene un ingreso o costo que es va-

lorado mediante el modelo de tasa corta de la seccion 2.5 (Valoracién de un bono).

UT = [V¥(1/C)rB(r,t, T)dT 53)

UT = fow—x(l/c)TeA(t;T)—rD(t;T) dT (54)

Reserva necesaria

La cantidad de dinero necesaria para respaldar el pago de una renta vitalicia utilizando la

cobertura dindmica es entonces:
Ry = [ 7 Drq_pypre™ TdT — Ah — UT (55)
Resultados de los casos de estudio

El sistema de pensiones vigente en Colombia, desde 1993 (Ley 100), se genera como una
medida para terminar con los multiples sistemas de pensiones que hasta ese momento existian.
Hoy en dia, para la mayoria de la poblacién colombiana, coexisten dos regimenes: el Régimen
de Ahorro Individual con Solidaridad (RAIS), que es el esquema de las administradoras de
fondos de pensiones privadas (AFP) y, el Régimen Solidario de Prima Media con Prestacién
Definida (RPM), que es operado por la administradora publica de Colpensiones. Sin embargo,
aln se pagan rentas vitalicias a personas que cotizaron a otros regimenes, como los ofrecidos
por las entidades territoriales (municipios y departamentos), cuyas reservas actuariales no
igualan adn los pasivos pensionales de dichas unidades administrativas. Asi mismo, en el
caso mexicano, el cambio al nuevo sistema de pensiones de la Ley 97, deja al gobierno con
un déficit de las pensiones de los trabajadores que se encuentran afiliados con la ley anterior,
ya que se trata de un sistema de beneficio definido; por lo tanto, la carga del pago de dichas
pensiones correra a cargo por el gobierno federal.

Por lo anterior, la relevancia del presente articulo, que determina una solucién al déficit

que podrian tener estas naciones por el pago de sus pensiones.
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Fondo de Pensiones de las Entidades Territoriales de Colombia

En Colombia, el Fondo de Pensiones de las Entidades Territoriales (FONPET) es un fondo
establecido por el Ministerio de Hacienda y Crédito Piiblico para apoyar el pago de las pensio-
nes de ex empleados de las divisiones territoriales del pais. El FONPET se define como “un
fondo sin estatus legal administrado por el Ministerio de Hacienda y Crédito Publico, que
tiene como objetivo recaudar y asignar recursos a las cuentas de las entidades territoriales
y administrar los recursos a través de los patrimonios autonomos” , Direccion de Inversiones
y Finanzas Publicas (2017). Actualmente, el FONPET administra aproximadamente 16,000
millones de ddlares estadounidenses, siendo el fondo mds grande y relevante del pais. La
estabilidad financiera de los departamentos, municipios y otras entidades gubernamentales,
depende en gran medida de la correcta administracién de ese fondo.

La Figura 2 muestra la evolucién del precio de la unidad de FONPET desde el 1 de febrero
de 2018 hasta el 31 de enero de 2019. En este periodo, su rentabilidad anual fue £,=3.81%
y su volatilidad anual 6,=1.19%, por lo que la ecuacién diferencial estocastica que sigue el

precio de la unidad es:

dV, = 0,0381V,dt + 0,0119V,.dW, (56)

Fonpet

4000 4050 4100 4150 4200

0 50 100 150 200 250

Dias
Figura 2. Valor de unidad del FONPET (01/02/2018-31/01/2019)

Fuente: Elaboracién propia con datos del FONPET, R-Project

En esta seccién se utilizaron las tablas de mortalidad oficiales para Colombia que se muestran
en el Anexo | y se considera un hombre de 60 afios de edad cuyos pagos mensuales (mesadas

pensionales) crecen anualmente el 3.5%, siendo el primer pago anual correspondiente a 7,000
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USD; asi mismo, se considera a una mujer con exactamente las mismas caracteristicas. Un
célculo actuarial realizado con la metodologia propuesta por Bowers, et al. (1997) arroja un
valor de reserva actuarial de 156,467 USD con una tasa de interés técnico del 3.81% nominal
anual para el hombre y de 182,484 USD para la mujer.

Asumiendo que la tasa de interés del bono a 10 afios, emitido por el Ministerio de Hacienda
y Crédito Publico de Colombia, sigue un proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), se obtiene
una estimacion de los parametros. Para ello se utiliza el método del Hessiano, expuesto por

Remillard (2016) y la funcién est.cir de R-project.

dr = a(b — r)dt + o NrdW, (57)

dr = 0,04919(0,063892 — r)dt + 0,006308vrdW, (58)

Luego de 1,000 iteraciones, se observa que en todos los casos se presenta una disminu-
cién en el capital requerido para financiar la renta vitalicia; también se muestra, por sexo, la
disminucién en la reserva actuarial necesaria por cada iteracion realizada. Como se muestra

en la Figura 3.

-0.20
-0.24

-0.28

Disminucion_H
Disminucion
-0.28

-0.30
032

-0.35
-036

Index Index

Figura 3. Disminucién, por sexo, en la reserva actuarial necesaria
por cada iteracion (hombres a la izquierda, mujeres a la derecha).

Fuente: Elaboracién propia, R-Project

Para el hombre, la menor disminucidn es de 20.09% y la mayor de 35.11%; para la mujer,

la menor es de 22.54% y la mayor es de 36.73%, como se observa en la Tabla 1.
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Tabla 1

Minimo, primer cuartil, mediana, media, tercer cuartil y maximo del ahorro generado por el modelo
propuesto

Sexo Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
Hombre  -0.3511185  -0.2893935 -0.2726112 -0.273163  -0.2570137 -0.2009618
Mujer -0.3672644  -0.3135634 -0.2992640 -0.29937 -0.2846892 -0.2253949

Fuente: Elaboracién propia, R-Project

La disminucién promedio es de 27.32% para el hombre, lo cual representa un ahorro de
42,741 USD, pasando de una reserva actuarial de 156,467 USD a una de 113,726 USD. Para
la mujer, la disminucién promedio es de 29.93%, pasando de una reserva actuarial de 182,484
USD a una de 127,854 USD, lo cual representa un ahorro de 54,630 USD.

En la figura 4 se muestra el diagrama de caja (boxplot) de la misma variable.

Disminucion
-025 -0.20
Disminucion
-0.28 -0.24

-0.30
-032

i

_§

-0.35
-0.36

Figura 4. Diagrama de caja de la disminucidn, por sexo, en la reserva actuarial.

Fuente: Elaboracion propia, R-Project

Se puede observar que, las disminuciones en rentabilidad inferiores a 20.84% para hombres
y a 24.14% para mujeres, son consideradas datos atipicos superiores. Las superiores a 33.8%
para hombres y a 35.69% para mujeres son consideradas datos atipicos inferiores.

Enla Figura 5 se muestra el histograma de frecuencias de las disminuciones en las reservas

necesarias, tanto para hombres como para mujeres.
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Figura 5. Histograma de frecuencias de las disminuciones por iteracion.

Fuente: Elaboracién propia, R-Project

A diciembre de 2018 la reserva actuarial de este fondo era de aproximadamente 16,000
millones de délares estadounidenses y el pasivo pensional a cargo de las entidades territoriales
excedia los 22,000 millones de délares estadounidenses. Asumiendo que los administradores
del fondo implementan la estrategia presentada en la presente investigacion, se tiene una
disminucién del 27.32% para hombres y del 29.94% para mujeres (promedio de disminucién
segtn los 1,000 escenarios) y que la proporcién de hombres y mujeres en la participacion
del fondo fuera igual a la de la poblacién general (49.37% hombres y 50.63% mujeres), el
pasivo pensional seria de 11,417 millones de ddlares estadounidenses, lo cual permitiria
liberar recursos para cubrir otras necesidades de la poblacién por 4,583 millones de délares

estadounidenses.

Fondos para el retiro de los trabajadores afiliados al IMSS y al ISSTE en México

La Ley del Instituto Mexicano del Seguro Social (IMSS) de 1973 presentaba un esquema
de pensiones de beneficio definido, caracterizado por un gobierno que asume el déficit de
las cuentas que no logren concentrar la reserva actuarial necesaria para el pago de una renta
vitalicia. Luego de mas de 20 afios, el gobierno mexicano modificé el sistema de pensiones
como una medida para incrementar el ahorro interno del pais utilizando los fondos de la
seguridad social; hasta 1992, el sistema de pensiones para los mexicanos afiliados al IMSS
y el Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del Estado (ISSSTE)
se basaba en un esquema de beneficio definido; es decir, sabfan de antemano cuanto iban a

recibir de pensién de por vida, llegado el momento de la jubilacién.
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Debido a los cambios demogréaficos que indican el incremento de la esperanza de vida y
la disminucién de la tasa de natalidad, aunado a las altas promesas de pensiones y las bajas
tasas de contribucién de los trabajadores, dichos planes de pensiones no podian ser sostenidos;
fue asi que el 21 de diciembre de 1995 se publica en el Diario Oficial de la Federaciéon (DOF)
la nueva Ley del Seguro Social (Ley), Congreso (1995), con un esquema de contribucién
definida, en el cual se establece que cada trabajador contard con un fondo en una cuenta
individual en una Administradora de Fondos para el Retiro (Afore), por medio de sus Socie-
dades de Inversion de Fondos de Retiro (Siefore), y que cada trabajador deberd acumular en
su cuenta individual durante su vida laboral (hasta los 65 afios) la reserva actuarial suficiente
para contratar una renta vitalicia con una aseguradora; es decir, los trabajadores gozan de un
beneficio equivalente a lo que logren ahorrar. Con esta Ley, existe la posibilidad de que los
trabajadores que hayan cotizado 1,250 semanas, no acumulen la cantidad suficiente para dicha
contratacion de plan de pension; en este caso, el gobierno mexicano subsidiard una pensién
minima garantizada (un salario minimo) y los trabajados que quieran gozar de una pension
vitalicia y no cuenten con los recursos necesarios al momento de su jubilacién, deberan cargar
con el déficit de su cuenta para lograr la compra de su pension vitalicia.

En la Figura 6 se muestra la evolucién del valor de indice de la Siafore Basica 1, portafolio
en el cual las Afores, invierten el dinero de las reservas actuariales de las personas mayores
de 60 afios. Esta informacion corresponde al periodo comprendido entre el 1 de febrero de
2018 hasta el 31 de enero de 2019. En este periodo, la rentabilidad anual fue f, =4.4151%
y la volatilidad anual 6, =2.4981%, por lo que la ecuacién diferencial estocéstica que sigue

el precio de la unidad es:

dV, = 0.044151V,dt + 0.024981V,dW, (59)

91000
1

SIAFORE Basica 1
89000
1

87000
|

0 50 100 150 200 250
Dias
Figura 6. Valor de indice de la Siefore Basica 1 (01/02/2018-31/01/2019).
Fuente: Elaboracién propia con datos de la CONSAR, R-Project
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En esta seccion se utilizaron las tablas de mortalidad oficiales para México que se muestran
en el Anexo 2 y se considera un hombre de 60 afios de edad cuyos pagos mensuales (mesadas
pensionales) crecen anualmente el 3.5%, siendo el primer pago anual correspondiente a 7,000
dolares estadounidenses; asi mismo, se considera a una mujer con exactamente las mismas
caracteristicas. El calculo actuarial tradicional arroja un valor de reserva actuarial de 152,296
dolares estadounidenses para hombres y 174,348 ddlares estadounidenses con una tasa de
interés técnico del 4.4151% nominal anual. Asumiendo que la tasa de interés del bono a 10
afios, emitido por Banco de México, sigue un proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), se obtiene
una estimacion de los pardmetros a través del método del Hessiano, Remillard (2013) y de

la funcién est.cir de R-project.
dr = a(b — T)dt + O'r\/Fth (60)

dr = 0,012831(0,061129 — r)dt + 0,005712v/rdW, 1)

Luego de 1,000 iteraciones se evidencia que en todos los casos se presenta una disminu-
cién en el capital requerido para financiar la renta vitalicia (Figura 7). También se muestra la

disminucién, por sexo, en la reserva actuarial necesaria por cada iteracién realizada.
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Figura 7. Disminucién en la reserva actuarial necesaria por
cada iteracién por sexo (hombres a la izquierda, mujeres a la derecha)

Fuente: Elaboracién propia, R-Project

Para el caso del hombre, la menor disminucién es 4% y la mayor es 73.27% ; para el caso de

la mujer, la menor disminucién es 41.65% y la mayor 91.66%, como se observa en la tabla 2.
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Tabla 2

Minimo, primer cuartil, mediana, media, tercer cuartil y maximo del ahorro generado por el modelo
propuesto

Sexo Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
Hombre -0.7327453 -0.4505040 -0.3946375 -0.390327 -0.3350959 -0.0399676
Mujer -0.9165761 -0.6987917 -0.6411653 -0.641158 -0.5846981 -0.4165424

Fuente: elaboracion propia, R-Project

La disminucién promedio para hombres es 39.03%, lo cual representa un ahorro de 59,445
ddlares estadounidenses, pasando de una reserva actuarial de 152,296 délares estadounidenses
aunade 92,851 USD. Para la mujer, la disminucién promedio es de 64.12%, pasando de una
reserva de 174,348 dodlares estadounidenses a una de 62,564 ddlares estadounidenses, lo cual
representa una disminucion de 111,785 ddlares estadounidenses. En la Figura 8 se muestra

el diagrama de caja (boxplot) de la misma variable.
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Figura 8. Diagrama de caja de la disminucion en la reserva actuarial por iteracion por sexo
(hombres a la izquierda)
Fuente: Elaboracién propia, R-Project

Como se observa, disminuciones inferiores a 16.20% y superiores a 62.36% para hombres,
son consideradas atipicas. Para mujeres, se consideran atipicas las superiores a 87%. En la

Figura 9 se muestra el histograma de frecuencias.
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Figura 9. Histograma de frecuencias de las disminuciones por iteraciéon por sexo
(hombres a la izquierda, mujeres a la
Fuente: Elaboracién propia, R-Project

Segtin la Comisién Nacional del Sistema de Ahorro para el Retiro, CONSAR (2018), el
gasto publico comprometido para la Pensién Minima Garantizada (PMG) alcanza, en valor
presente, 43,697 millones de ddlares estadounidenses. Asumiendo que los administradores
de los fondos de retiro implementan la estrategia, se tiene una disminucion en la reserva
actuarial necesaria de 39.03% para hombres y de 64.12% para mujeres y que la composicién
por sexo de los titulares de los derechos pensionales es igual a la composicién por sexo de la
poblacion general (48.6% hombres y 51.40% mujeres), el pasivo pensional seria de 21,007
millones de ddlares estadounidenses, lo cual representaria un ahorro de 22,690 millones de

dolares estadounidenses.

Conclusiones

En la presente investigacion, se propone un modelo para la estimacién del monto de la reserva
actuarial de una renta vitalicia a una vida, este planteamiento considera la dindmica estocas-
tica de los activos en los cuales estd invertida dicha reserva y por lo tanto del portafolio que
soporta la renta. Asi mismo, se presenta una estrategia de cobertura dindmica, que a través de
una opcién put sintética, anula cualquier déficit en la reserva actuarial, haciendo imposible en
teoria que el pagador de la renta presente pérdidas. Los excedentes generados son valorados
mediante el modelo de Cox, Ingersoll & Ross (1985b) y son restados al calculo inicial de la
reserva necesaria, junto con los costos generados por la cobertura dindmica (o sumados si

se trata de ingresos).
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El modelo propuesto es aplicado al FONPET en Colombia y a los Fondos para el retiro de
los trabajadores afiliados al IMSS y al ISSSTE en México. En el primer caso, la estrategia de
gestién del portafolio propuesta podria representar un ahorro en el gasto ptiblico de 28.64%,
equivalente a 4,583 millones de délares estadounidenses, aproximadamente. En el caso de
Meéxico, el ahorro es de 51.92%, equivalente a 22,690 millones de délares estadounidenses
aproximadamente. La relevancia de la estrategia radica en la posibilidad de disminuir el
costo de una renta vitalicia, permitiendo una mayor cobertura de los sistemas de retiro, con

los beneficios sociales y fiscales que ello implica.
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Anexo

Tabla Al
Tabla de mortalidad para Colombia

X 1(x) 1(x) X 1(x) 1(x) X 1(x) 1(x)
hombres mujeres hombres mujeres hombres mujeres

15 1.000.000 1.000.000 47 966.561 981.111 79 599.994 753.202
16 999.515 999.728 48 964.017 979.663 80 570.538 731.048
17 999.019 999.450 49 961.269 978.097 81 539.892 707.105
18 998.510 999.165 50 958.298 976.402 82 508.181 681.314
19 997.988 998.872 51 955.085 974.566 83 475.562 653.637
20 997451 998.570 52 951.608 972.576 84 442.222 624.065
21 996.898 998.259 53 947.843 970.418 85 408.381 592.620
22 996.327 997.938 54 943.766 968.077 86 374.288 559.368
23 995.736 997.606 55 939.348 965.536 87 340.219 524.423
24 995.124 997.262 56 934.604 962.801 88 306.474 487.954
25 994.488 996.905 57 929.498 959.851 89 273.371 450.192
26 993.826 996.533 58 923.991 956.662 90 241.235 411.435
27 993.136 996.145 59 918.039 953.206 91 210.391 372.049
28 992415 995.740 60 911.595 949.454 92 181.152 332.340
29 991.660 995.315 61 904.607 945.372 93 153.808 292.640
30 990.868 994.869 62 897.019 940.925 94 128.609 253.452
31 990.036 994.400 63 888.769 936.072 95 105.758 215.411
32 989.159 993.906 64 879.635 930.769 96 85.395 179.222
33 988.233 993.384 65 869.557 924.968 97 67.556 145.594
34  987.254 992.832 66 858.477 918.617 98 52.206 115.166
35 986.216 992.247 67 846.334 911.658 99 39.285 88.438
36 985.114 991.625 68 833.069 904.029 100 28.688 65.719
37 983.942 990.963 69 818.623 895.662 101 20.255 47.092
38  982.693 990.258 70 802.940 886.485 102 13.771 32413
39 981.360 989.505 71 785.968 876.420 103 8.975 21.338
40 979.936 988.699 72 767.658 865.384 104 5.580 13.370
41 978411 987.836 73 747.970 853.289 105 3.290 7.930
42 976.776 986.910 74 726.872 840.044 106 1.828 4.425
43 975.021 985.916 75 704.342 825.554 107 950 2.306
44 973.135 984.846 76 680.372 809.722 108 458 1.112
45  971.105 983.694 77 654.970 792.450 109 202 492
46 968.919 982.452 78 628.162 773.641 110 81 197

Fuente: Elaboracién propia con informacién de la Resolucion Nimero 1555 de 2010 de la Superintendencia
Financiera de Colombia
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Tabla A2
Tabla de mortalidad para México
1(x) 1(x) 1(x) 1x) 1(x) 1(x)

hombres mujeres hombres mujeres hombres mujeres
15 977.833 986.289 47 886.534 953.883 79 539.385 812.518
16 976.151 985.381 48 881.490 952.538 80 519.810 796.755
17 974.423 984.475 49 876.219 951.148 81 499.668 778.852
18 972.659 983.569 50 870.707 949.711 82 478.987 758.493
19 970.850 982.654 51 864.952 948.211 83 457.801 735.314
20 968.996 981.740 52 858.932 946.656 84 436.156 708.930
21 967.087 980.827 53 852.636 945.027 85 414.108 678.921
22 965.133 979915 54 846.053 943.326 86 391.722 644.880
23 963.116 978.994 55 839.167 941.543 87 369.069 606.420
24 961.045 978.074 56 831.958 939.670 88 346.234 563.237
25 958.912 977.145 57 824.421 937.687 89 323.310 515.192
26 956.706 976.216 58 816.531 935596 90 300.397 462.411
27 954.439 975279 59 808.276 933379 91 275.924 405.410
28 952.091 974.343 60 799.635 931.017 92 250.519 345.222
29 949.673 973.398 61 790.591 928.504 93 224.368 283.517
30 947.166 972.444 62 781.120 925811 94 197.814 222.624
31 944.570 971.481 63 771.215 922922 95 171.271 165.374
32 941.888 970.510 64 760.850 919.821 96 145.217 114.743
33 939.109 969.529 65 750.008 916.473 97 120.172 73.248
34 936.226 968.540 66 738.668 912.844 98 96.673 42.275
35 933.240 967.533 67 726.820 908.900 99 75.241 21.627
36 930.141 966.517 68 714.442 904.601 100 56.329 9.597
37 926.923 965.483 69 701.511 899.897 101 40.277 3.609
38 923.577 964.431 70 688.014 894.732 102 27.264 1.123
39 920.095 963.360 71 673.944 889.042 103 17.277 283
40 916.479 962.272 72 659.279 882.756 104 10.102 56
41 912.712 961.155 73 644.010 875.782 105 5.345 9
42 908.788 960.021 74 628.122 868.023 106 2.492 1
43 904.698 958.860 75 611.615 859.360 107 984 0
44 900.437 957.671 76 594.484 849.649 108 309 0
45 895.998 956.445 77 576.732 838.731 109 69 0
46 891.365 955.182 78 558.364 820427 110 8 0

Fuente: Elaboracién propia con informacién del Anexo 14.2.5_a de la Circular tinica de Seguros y Fianzas
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