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Optimal Consumption and Portfolio Decisions: an Arrow-Debreu State
Princes Approach

Abstract

This research develops, under the assumption of complete markets, a stochastic model that
explains the decision making process of a rational consumer-investor selecting a portfolio
in a market risk environment subject to his budget constraint. The proposed model is de-
veloped in the framework of expected utility of von Neumann-Morgenstern type and state
prices of Arrow-Debreu type in an infinite planning horizon. The main results are: 1) the
proportion that the individual allocates his wealth to the risky asset holding is constant, and
2) the optimal consumption strategy that the agent follows is consuming always the same
proportion of his wealth.

Keywords: Consumer economics, contingent pricing, portfolio choice, investment
decisions.
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Introduccion

Aunque, en la literatura especializada, existe una tendencia creciente en el desarro-
llo de métodos estocdsticos (matemadticas financieras estocasticas) para optimizar
portafolios, es todavia incomprensible ver que el método clasico de media-varian-
za desarrollado por Markowitz (1952) sigue siendo ampliamente utilizado. La cri-
tica sobre el enfoque media-varianza es bien conocida, por un lado, la varianza no
es una medida coherente de riesgo (Artzner, Delbaen, Eber y Heath, 1999) y, por
otro, la distribucién empirica de los rendimientos, usualmente, presenta una cresta
mas alta y colas mas pesadas que la distribucién normal; ademds del sesgo, los
clusters de volatilidad y la heteroscedasticidad condicional (Fama 1965 y Bollers-
lev 1986). No obstante, la aproximacién media-varianza sigue siendo un estdndar
en la industria financiera, la razén es que el modelo cldsico es computacionalmente
eficiente; y facil de programar; mientras que los métodos provenientes de las ma-
tematicas financieras son, todavia para muchos, inaccesibles.

El supuesto de que los rendimientos provienen de una distribucién normal es una

buena aproximacién para divisas de paises industrializados. Sin embargo, en las
ultimas décadas, el desarrollo de los mercados financieros, aunado al impresio-
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nante avance de las tecnologias de informacién, ha proporcionado muchos y muy
diversos instrumentos financieros, incluyendo los productos derivados, las notas
estructuradas y los productos con riesgo de crédito, en cuyo caso el uso de la va-
rianza como medida de riesgo ya no es justificable.

Como una alternativa al método cldsico se encuentran los resultados de las finan-
zas estocdsticas en el marco de agentes racionales que maximizan utilidad, donde
la solucién del problema de optimizacion se presenta a través de un proceso de
precios de estado asociados a una medida martingala equivalente (inica si los mer-
cados son completos). Y aunque este enfoque es mds sofisticado, también hay que
reconocer que es mucho més realista (que el enfoque cldsico).

La literatura sobre decisiones de consumo y portafolio bajo el criterio de maxi-
mizacién de utilidad tiene su origen en los articulos de Merton (1969) y (1971)
en donde el movimiento browniano se utiliza para modelar el riesgo de mercado.
Posteriormente, Harrison y Kreps (1979), y Harrison y Pliska (1981) relacionan
el concepto de martingala con el problema de decisién de un consumidor-inver-
sionista racional. Asi{ mismo, Cox y Huang (1989) y Venegas-Martinez (2001),
(2006a), (2006b) y (2010a) incorporan, en el problema de decisién de maximiza-
cién de utilidad, saltos de Poisson en la dindmica de los activos riesgosos y Vene-
gas-Martinez (2008a), (2008b) y (2009) generaliza el proceso de Poisson cuando
el tamafio del salto es conducido por una distribucién de valor extremo de tipo
Fréchet. De la misma manera, Basak y Shapiro (2001), y Grossman y Zhou (1996)
introducen restricciones sobre la riqueza y su valor en riesgo. Venegas-Martinez y
Rodriguez-Nava (2009) estudian la relacion entre maximizacion de utilidad y mi-
nimizacién de varianza de un portafolio. Por otro lado, el proceso de maximizacién
de utilidad con activos con volatilidad estocéstica ha sido examinado por Lewis
(2000) y Venegas-Martinez (2005). También, Venegas-Martinez (2005) y (2010b)
combina saltos de Poisson con volatilidad estocéstica. Por tltimo, Angeles-Cas-
tro y Venegas-Martinez (2010) y Venegas-Martinez y Cruz-Ake (2010) recurren
a agentes maximizadores de utilidad, en un ambiente de equilibrio general, para
valuar productos derivados.

En toda la literatura anterior, el objetivo principal de un consumidor racional que
cuenta con una dotacion inicial de su riqueza es la asignacién de sus recursos al
consumo Yy a los diferentes activos disponibles en los mercados financieros. No
obstante, la literatura sobre maximizacion de utilidad en el marco de utilidad es-
perada del tipo von Neumann-Morgenstern (1944) y de precios de estado del tipo
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Arrow-Debreu (Arrow, 1953) es escasa. Al respecto, es importante mencionar los
trabajos de Karatzas y Shreve (1991), Karatzas, Lehoczky, Sethi, y Shreve (1986),
y Karatzas, Lehoczky y Shreve (1986) en el marco de mercados completos y Kara-
tzas, Lehoczky, Shreve y Xu (1991) en caso de mercados incompletos.

Los principales resultados de esta investigacion, en el marco de utilidad esperada
y precios de estado, son los siguientes: primero, dada la incertidumbre de los po-
sibles estados (de la naturaleza), la cual es independiente de las preferencias y las
dotaciones, se muestra que, para hacer frente a la incertidumbre de los mercados
financieros) el agente consume siempre una proporcion constate de la riqueza dis-
ponible (cualquiera que ésta sea). Segundo, una caracteristica sorprendente de la
solucién es que la proporcién que asigna, el agente, de su riqueza a la tenencia del
activo riesgoso es invariante en el tiempo (lo mismo para el activo libre de riesgo).
Es importante destacar que el primer resultado coincide con el encontrado, en el
marco determinista, por Modigliani (1971). Por dltimo, es importante destacar que
los resultados obtenidos son también consistentes con el teorema de separacion de
Fisher (1930).

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma. En la préxima seccion se intro-
ducen las alternativas de inversion disponibles para el consumidor-inversionista.
En el transcurso de la seccidn 3, la restriccidn presupuestal dindmica del agente se
transforma en una restriccién presupuestal estdtica, especificamente la restriccién
equivalente es un valor esperado sobre el horizonte de planeacién. En la seccién
4 se introduce un sistema de precios de estado del tipo de Arrow-Debreu, es de-

cir, precios de contratos contingentes por unidad de probabilidad P sobre una
unidad de un bien de consumo. En la seccién 5 se plantea el problema de decision
del consumidor-inversionista con funcién de utilidad esperada del tipo von Neu-
mann-Morgenstern y se establecen las condiciones de primer orden (condiciones
necesarias) para una solucién interior. En la seccion 6 se discute el caso de utilidad
logaritmica, la cual estd asociada a consumidores adversos al riesgo. Por dltimo,
en la seccidn 7 se presentan las conclusiones.

Mercados financieros
Los mercados financieros son instituciones que permiten a los agentes econémicos

el intercambio de activos financieros bajo la supervisién de una entidad regulatoria.
A continuacién se caracterizan los mercados financieros y se detalla la dindmica
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de los activos financieros disponibles en ellos. Asimismo, se supone que todos los
activos se cotizan y negocian en términos reales, es decir, en términos de bienes.

En el mercado de dinero, las oportunidades de inversién en instrumentos de deuda
(o de renta fija) estdn representadas por un bono, cupén cero, libre de riesgo de
incumplimiento (emitidos por un gobierno) cuyo precio, B,, tiene la siguiente
dindmica:

d]ft =rdt, (1)

t

donde r es una tasa de interés continuamente capitalizable y constante para todos
los plazos, es decir, la estructura temporal de la tasa de interés es plana. Se supone,
por simplicidad, que B, =1. En cuyo caso, la dindmica del precio del bono es
B =¢".

t

El riesgo en el mercado de titulos de capital serd modelado a través de un espacio
de probabilidad equipado con su filtracion aumentada (€, 7", (%), or > P) sobre
el cual estd definido un movimiento browniano estandar (o un proceso de Wiener),
dW, ~ A/(0,df). En este caso, el proceso dW, modela los movimientos que se
observan todos los dias en los rendimientos del titulo. La filtracién %, representa

la informacién (sobre precios) disponible al tiempo ¢.

En este trabajo se supondré la existencia de un solo emisor de acciones, la incorpo-
racioén de dos o mas emisores, solamente hace la notacién mas compleja a cambio
de una contribucién marginal en el andlisis. Asi, pues, existe un activo con riesgo
(una accién) de precio S, cuya dindmica estd representada por la siguiente ecua-
cion diferencial estocastica

(difusioén):

2)

ds
L=pudt+odW,

S,

donde u es el rendimiento medio anualizado de la accién y ¢ es la desviacion es-

tandar de los rendimientos anualizados alrededor de x . Los parametros 4 y ¢ son

llamados, respectivamente, de tendencia y volatilidad.
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Restriccion presupuestal del agente

Se supone que el agente tiene una dotacién inicial de riqueza, en términos de bie-
nes, @,. Asimismo, se supone que la riqueza real del individuo estd dada por el
portafolio

I1,=4=B+S,, 3)
donde

I1,=4,=B,+5, 4)

es dado. Los cambios marginales en el valor del portafolio se deben exclusivamen-
te a cambios marginales en los precios de los activos, de tal manera que

dIl, = dB, +dS, =A,(1—0,)%+A,¢9, ‘;S' 5)

t t

donde 8, =S,/4 y 1-6 =B,/ A4 son,respectivamente, la proporcién de la
riqueza real que se asigna a la tenencia del activo riesgoso y la proporcién, com-
plementaria, que se destina al compra de bonos. Para calcular el cambio marginal
de la riqueza, d4,, se requiere restar el consumo por unidad del tiempo del valor
del portafolio, es decir,

d4 =dIl,-dc, (6)

Después de sustituir las ecuaciones (1) y (2) en la expresion (6) y de escribir
dc, = c,dt, se tiene que (6) se transforma en:

d4, =A,[r+H,(y+5—r)—%}dt+40,0'dW,. %

Es conveniente definir ahora el premio al riesgo de mercado:

a=H7T
o

®)
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Como puede observarse, para que este premio sea lo mds grande posible se re-
quiere no sé6lo que el rendimiento medio, 4, de un mundo con riesgo sea mayor
que el rendimiento, #, de un mundo seguro, sino también que la volatilidad, o,
sea lo mas pequefia posible, obligando con ello a que los posibles rendimientos del
activo riesgoso se mantengan cercanos a /. La cantidad A también es conocida
como la razén de Sharpe (1964) y es la herramienta principal en la seleccién de
portafolios. Por ejemplo, si esta razén se calcula para varios activos riesgosos,
basta seleccionar a aquellos para los cuales dicha razén sea mayor (el criterio de
seleccion es que la varianza del portafolio sea minima). La grafica 1 muestra el
comportamiento del premio al riesgo de mercado en funcién de iz y o en donde

se ha tomado 7 = 6%.

Grifica 1
Comportamiento del A en funcién de i y O

4
A x10

104

En lo que sigue se examina la relacién entre riesgo y rendimiento expresado en (8).
A continuacidn se obtiene la proporcidn (6ptima) que el agente tiene que asignar a
la tenencia del activo riesgoso. En principio, el valor 6ptimo de @, deberia depen-
der sélo de las caracteristicas del mercado, especificamente, de la varianza (vista
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como el riesgo) y del rendimiento del activo riesgoso, y no las preferencias por el
consumo expresadas en la funcién de utilidad y en la tasa subjetiva de descuento
del consumo del agente. Por lo tanto, la informacién en la dindmica de los activos,
expresada en la restriccion presupuestal, deberia ser suficiente para determinar las
proporciones 6ptimas de la riqueza que se deben asignar a los activos en el por-
tafolio. En lo que sigue se obtiene el valor de 6, que maximiza el rendimiento
(logaritmico) medio esperado del portafolio, el cual esta dado por:

E’ {dln[%} | 4 = E'[d(In(T1,)~In(4))] | £] = E"[din(4) |71

Si se aplica el lema de It0 a ln(Ht), tomando como proceso subyacente en cam-
bio marginal en el valor del portafolio, dado en (5), se obtiene que

1
dIn(I1,) = (r +640 - N thazjdt +600dw,,
y en consecuencia el rendimiento esperado del portafolio satisface
1
E[dIn(T1,) | A] = (r +y+0ic— 56’,20'2)dt.

Si se elige @, de tal manera que se maximice el rendimiento del portafolio por
unidad de tiempo, dado por

6(0)=E|din1) | 7|

la condicién G'(Ht) =( conduce al maximo

6,=4loc, ©)
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yaque G"(8)=-0" <0. La cantidad (9), ademas de maximizar el rendimien-
to del portafolio, mantiene la volatilidad (desviacion estandar del rendimiento de
la riqueza) del rendimiento del portafolio constante. Asf, la determinacién de 6,
toma s6lo en cuenta la dindmica de los activos en el portafolio, omitiendo el con-
sumo y las preferencias por el mismo. De tal manera que se separan las decisiones
de portafolio de las de consumo, tal como lo sugiere el teorema de separacion de
Fisher (1930); véase, por ejemplo, Venegas-Martinez (2008a, p. 985).

La ecuacién diferencial estocastica en (7) que conduce la dindmica de la riqueza real
no incorpora explicitamente el horizonte de planeacion, es decir, no incorpora expli-
citamente el intervalo [0,o0). A continuacién se reescribe (7) de tal manera que se
pueda incluir un horizonte de planeacion infinito. La ecuacién resultante se expresa
en términos de integrales definidas en [0,o0), y recibird el nombre de restriccién
presupuestal estatica. Considere el proceso (el precio estocéstico del bien)

z, =exp{—%ﬂ2t—ﬂ,W,}. (10)

Es fAcil verificar que este proceso satisface la siguiente ecuacién diferencial esto-
castica

dZ =—AZdw, an
Observe también que, a partir de (7), se puede escribir
d4 =(Ar+A46.0i—c,)dt+ 460.0cdW,. (12)
Sea
H =e"Z. (13)
Si se aplica el lema de Ito Itd a A H,, se tiene que
d(AH)=—-Hcdt+ AH, (6,0 - A)dW, (14)
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es decir,

lim A H, - 4H,=—[H.cds+ [HA(0,6—-2)dW,. (15)

§—>0

Siseelige @, de tal manera que se anule la Gltima integral en (15) a fin de eliminar
el factor de riesgo dVVS, se tiene que

6=Alc (16)
Si se supone ademads la condicién de transversalidad

lim AH, =0,

§—>00

después de tomar esperanzas, se tiene que
E*| [Hcds ‘f,‘ =HA. (17)
t

Esto separa las decisiones de inversién de las de consumo, lo cual estd de acuerdo
con teorema de separacion de Fisher (1930). Por supuesto, una vez que se tengan
las decisiones 6ptimas la condicidn de transversalidad se tiene que verificar.

Precios de estado de Arrow-Debreu

A continuacion se introducen los precios de Arrow-Debreu de contratos contin-
gentes por unidad de probabilidad P sobre una unidad de un bien de consumo.
Estos precios de estado se obtienen en condiciones de equilibrio de los mercados
financieros y, en consecuencia, no existen posibilidades arbitraje (ganancias libres
de riesgo). Ahora bien, si la restriccion presupuestal, dada en (17), se reescribe
como

E’ [ [ Zeerat|.7 } = 4, (18)
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O

E’ [ [[(Ze,—4p)ear] f;} =0 (19)

donde Z, se toma como en (10), entonces el proceso Z, puede ser interpretado
como el precio de Arrow-Debreu por unidad de probabilidad P de una unidad de
un bien de consumo en el tiempo ¢. En otras palabras, Z, es el precio de un con-
trato contingente en el que si cierto estado de la naturaleza ocurre entonces el con-
trato paga una unidad del bien en una fecha preestablecida. La funcién de densidad
asociada a los posibles estados de la naturaleza es la densidad de la variable aleato-
ria Z,; su funcién de densidad se determinaré posteriormente. Asimismo, se pue-
de mostrar, de manera muy sencilla, que Z, es una martingala con respecto de P
(véase el Apéndice). Es decir, Z, satisface E'[Z,|F,]=Z,, s>t. En otras pa-
labras, el mejor pronéstico para Z , dado que se conoce Z,, es Z,. Estoes, el me-
jor prondstico para el precio de mafiana, es el precio de hoy (hipétesis de mercados
eficientes, véase Fama 1970). El precio Z, es la tnica (medida) martingala neutral
al riesgo, tal que dP=ZdP, donde dW, = Ads+dW, ~A7(0,dr) es un movi-
10,7 > D). Z t
es Unica porque los mercados son completos, es decir, existe el mismo ntiimero
de factores de riesgo (un movimiento browniano) que de activos riesgosos que se
cotizan en el mercado (una accion) que satisface (19) v es neutral al riesgo porque
la tendencia de la restriccion d 4, = (4,r —c,)dt + 0 4,6 dW,, sélo depende de la
tasa de interés libre de riesgo de incumplimiento y no del rendimiento . También
se puede ver, facilmente, que el proceso H, =Ze " =Z,/ B, satisface la ecua-
cién diferencial estocéstica:

miento browniano definido en un espacio de probabilidad (Q,.#,(%)

dH, =-H, rdt+AdW, (20)

En este caso, una simple aplicacién del lema Itoa In(H,) conduce a

Hs=Htexp{—(r+§/12j(s—t)—l(Ws—W,)}, §>1. (1)
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La funcién de densidad H , dado H

1o

2
X 1., B
hl(]_]tj'f'(r*‘zﬂ )(S t)

1 1
x|H)=—F————exp{—— s
Sonn, (x| H,) Rr(s—nix ) s —t

es log-normal y estd dada por

x>0.

(22)

Asimismo, dado que Z, = H e" es el precio de un contrato contingente que hace
un pago en términos de bienes en una fecha preestablecida. Por tltimo, la dindmica
del precio de activo riesgoso, dado en (2), en términos de la densidad de precios de
estado es equivalentes a

HS,=E'[HS,|F], u=t,
Problema de decision del consumidor

Considere un consumidor-inversionista con preferencias y dotaciones exdégenas
que toma decisiones en un horizonte infinito, [0,°). Se supone que el individuo
maximiza su satisfaccion por un bien genérico de consumo de carécter perecedero.
Asimismo, se supone que el individuo es adverso al riesgo y tomador de precios.

El agente estd dotado con una riqueza inicial, 4, y elige, en cada instante, de su
horizonte de planeacién [0,0), la proporcién de su riqueza que asignaré a la te-
nencia de un bono libre de riesgo de incumplimiento y la proporcién que destinara
a un activo riesgoso. Se puede pensar en un individuo cuyo horizonte de vida es el
intervalo [0,0) 0 como un padre que esta interesado en maximizar la utilidad de
sus hijos, nietos y demads descendientes, entre otras posibilidades.

En la economia hay disponible un solo bien genérico de consumo (el numerario).
El consumidor obtiene satisfaccion por el bien de consumo, ¢,. La utilidad espera-

da del tipo von Neumann-Morgenstern, V), al tiempo ¢ =0, del individuo, el cual
se supone adverso al riesgo y competitivo (tomador de precios), esta dada por:

V,=E" [ qu(c,) e ”'dt ‘fo} (23)
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donde p es la tasa subjetiva de descuento (o tasa de descuento intertemporal).
Esta tasa es un indicador de que tan ansioso estd el individuo por el consumo
presente. En otras palabras entre mayor sea p©, mds ansioso estard el agente por
consumir en el presente que en el futuro). Como siempre, se supone que la funcién
de utilidad u(c,) es dos veces continuamente diferenciable con

u'(c)>0 (24)

u”(c,)<0. (25)

Observe que la forma funcional de la utilidad no cambia en todo el horizonte de
planeacion, esto es para suavizar el consumo en el tiempo.

Suponga que el agente estd dotado, al tiempo ¢ = 0, con una riqueza inicial de 4.
A continuacién se plantea el problema de un consumidor que maximiza utilidad
por el bien de consumo donde en lugar de utilizar la restriccién (7) se utiliza su
equivalente en funcién de la densidad de precios de estado, H,, dada en (17):

Maximizar ~E" [fu c, e’dt ‘.7-;}

G
sujeto a: E’ [ J:o (Zc,— Ayr)e "dt | fg} =0, 4,>0 dado. (26)

Es importante destacar que la solucion del problema de maximizacion de utilidad
no proveerd una trayectoria 6ptima de consumo, sino que dard una regla 6ptima
sobre la proporcion de la riqueza que se debe consumir en cada instante en funcién
de los parametros de preferencias, la dotacién inicial y los pardmetros que carac-
terizan las dindmicas de los activos. En este caso, el Lagrangeano del problema
(26) es

L=E" [ f[u(ct)ef’” -nHc, + Ayre " dt ‘ .7-5},
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donde 7 es el multiplicador (constante) de Lagrange asociado a la restriccion. Una
condicién necesaria para que 0L /dc, =0, es que el Lagrangeano asociado, £ a
la parte del integrando que depende de la variable de decision c, :

L=u(c)e” —nHpc,
satisfaga

Ozé—zzu'(ct)e_‘” -nH
Oc

1o
t

es decir, la utilidad marginal es proporcional al precio de estado, /,. En conse-
cuencia, el consumo 6ptimo satisface

¢, =I(nHe™). 27)
donde [ es la funcién inversa de la utilidad marginal. Asi, el consumo depende de
las preferencias del agente (expresadas a través de la funcién de utilidad), de los

precios de estado y del multiplicador (el cual se obtendrd endégenamente).

Utilidad logaritmica

Con el propésito de ilustrar los resultados de la seccion anterior se supondra ahora
una forma funcional especifica del indice de satisfaccién. En el andlisis subsi-
guiente la funcién de utilidad estard dada por:

u(c,) =In(c,). (28)

En este caso, la condicién necesaria de éptimo, expresada en (27), conduce a

e”
c, = 29
" nH, @)
Observe ahora, de acuerdo con (17), que
A4=HE’ [ [ H,e,du |./","} (30)
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En este caso, al sustituir (29) en (30), se obtiene que

-1 _-pt
A,=H;‘E”[ [ Hucudu|f,'}=H,"Ep[ [ n‘e"“du|.ﬂj=M=&. (31)
t it o, Yo,

Es decir, el consumo es proporcional a la riqueza y la constante de proporcionali-

dad es p Observe, por ultimo que a partir de (29) y (31) se verifica la condicion
de transversalidad,

limAH =4 lime” =0,

§—>0 §—>0

Falta determinar 7 (el precio sombra del consumo) a fin de que (29) quede expre-
sada solamente en términos de variables exdgenas. Observe primero, que a partir
de (17), se obtiene

4| [ Hodu 5| =E"| [emau £ |=mp)". G2

lo cual implica que

__1
P4y

Asi, el multiplicador 7 depende de la dotacién del agente A, y del pardmetro de

" (33)

preferencia © Si se utiliza (29), se obtiene

c,=e”(nH,)" = pAe" ™" exp{l At+ /IW,} (34)
. 2
O
1
C, =CyeXpy| K, —EO'C t+o W, ;. (35)
donde
Co=pA, p=r—-p+i’ y o,=1, (36)
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aqui H. es el parametro de tendencia fisica del consumo y 9. es la volatilidad
instantdnea del mismo. Observe también que una expresion equivalente a (35), en
términos de una ecuacion diferencial estocastica (de una difusién) es
de, _ u dt+o dw,. (37)
Ct

Como puede observarse, a partir de (34), cuando el agente es expuesto al riesgo de
mercado, dicho riesgo afecta de manera sensible su comportamiento y expectati-
vas. En el marco determinista, el individuo puede prescribir, con toda seguridad,
cual serd su trayectoria 6ptima de consumo. En el caso estocdstico, infortunada-
mente, la trayectoria de consumo ya no puede ser determinada porque el consumo
se convierte en variable aleatoria, situacion que estd més acorde con la realidad. De
acuerdo con (35), el valor esperado del consumo, al tiempo £,

E'[c, | Al=c exp{(r—p+ A7)t} (38)

y su varianza esta dada por

Var'[c, | £]=cZ exp{2(r—p +,12)z}[exp{(r— P +,12)2z}—1]. (39)

La funcién de densidad del consumo est4 dada por
2
X 1
In| — —(,uc —of)t
c, 2

1
fc;lco(xlco):mexp ) o i (40)

En virtud de que el consumo es una variable aleatoria, sélo puede determinarse la
probabilidad de que el consumo se encuentre en un intervalo dado [¢,¢]. De esta
forma, al utilizar (40), se tiene que

Plc<c, < | A} =Ell | Al= [£,.,(x]c) dx. @1)
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Se puede ver que

Ple, 22| At = [f,. (xlc)dx=0 d , “2)
donde
[N 1.,
In| 2 |+|r—p+=A°" |t
= c 2
d= (43)
ot

De esta manera,

Plc<c < | A} =0(d)-D(d) (44)

donde, de manera similar,
[N 1.,
In| 2 |[+|r—p+ 5 AT |t
d=—% , (45)

Para determinar, de manera alternativa, la proporcién 6ptima de la riqueza que se
asignara a la tenencia del activo riesgoso, note que a partir de (29) y (31)

AH, = Ae™", (46)

lo cual conduce a

dIn(4)) = —dIn(H,) — pd. (47)

Es decir, la tasa de crecimiento de la riqueza en el equilibrio, es igual a la diferen-
cia entre la tasa de crecimiento de los precios (de estado) y la tasas subjetiva de
descuento y de proporcionalidad. Note que a partir del lema de It0, aplicado tanto
en (20) como en (7), se sigue que
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—dln(H,):(r+%ﬂszt+ﬂth (48)

dIn(4,) = (r +004— %9,20'2 - pjdt +0odW,. (49)

En virtud de (47), las componentes estocasticas de (48) y (49) tienen que ser
iguales, asi

OodW, =AdW, (50)

lo cual implica que 8, = A/ 0. Por otro lado. si se igualan las componentes deter-
ministas de (48) y (49) y se sustituye 6, = A/ 0. se obtiene una identidad.

Conclusiones

Muchos de los portafolios que se operan, actualmente, consideran bonos libres de
riesgo de incumplimiento (emitidos por un gobierno) y titulos de capital (emitidos
por corporativos), pero muy poco se ha hecho en cuanto al estudio de precios de
estado. El presente trabajo ha desarrollado un modelo estocéstico que describe el
proceso de toma de decisiones de un consumidor-inversionista racional cuando
integra un portafolio en el marco de utilidad esperada del tipo von Neumann-Mor-
genstern y de precios de estado del tipo Arrow-Debreu.

Asimismo, el modelo muestra que la mejor forma para enfrentar la incertidumbre
en la seleccion de un portafolio es que la proporcién de la riqueza que se asigna
a la tenencia del activo riesgoso se mantenga constante en el tiempo. Aunque el
consumo se va modificando en el transcurso del tiempo, no asi la proporcién de la
riqueza que se asigna a la tenencia del activo riesgoso.

En el modelo estocastico propuesto, la trayectoria de consumo no puede ser deter-
minada porque el consumo se convierte en variable aleatoria, situacién que es mas
acorde con la realidad. Asi, pues, la consideracion del riesgo condujo a cambios
cualitativos y cuantitativos importantes en las decisiones de consumo y portafolio.
Por dltimo, aunque en este trabajo se examind una forma funcional particular del
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indice de utilidad, el andlisis podria extenderse hacia otras especificaciones alter-
nativas. Por supuesto, la extensién hacia una tasa de interés estocdstica ya esta en
la agenda de investigacion.

Apéndice

Si s >t, entonces

E[% f}E[% ‘ E}er(ﬁ)
t

t

=E° {exp{—(r—k}/—k%lzj(s—t)—ﬂ(Ws —Wt)} |f;]e’(ﬁ

= exp{—(w 7+1/12j(s — )+~ 22(s —t)}e’(“) - 1.
2 2

De esta manera, E'[Z | F]=Z,.
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